Teoria de Wavelets
y Aplicaciones

Resumen

En la vida del hombre se encuentra que siempre ha estado rodeado de fenémenos naturales. Para entender
dichos fenémenos es necesario su modelamiento mediante sefiales o imagenes, unas con mayor complejidad
que otras. Las sefiales o imagenes requieren ser analizadas en su dominio temporal o espacial y buscando una
mayor riqueza de informacion deberian ser transformadas a otros dominios como el de la frecuencia. Para
ello, la teorfa de Fourier significd ser la herramienta por excelencia durante casi un siglo desde su invencién,
hasta que se encontrd sus debilidades para el anélisis de sefiales no estacionarias o cambiantes con el tiempo,
caracteristica de la mayotfa de sefiales en la naturaleza. Ante esta situacién se desarrolla la Teoria de wavelets
para complementar el trabajo de Fourier. En este articulo se presenta la historia de esta novedosa y
revolucionaria teotia, y sin entrar en la profundidad de su matematica se introducen sus conceptos
fundamentales de tratamiento de sefiales mediante transformaciones wavelets, y finalmente se presentan

algunas de sus principales aplicaciones.
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Introduceidn

a Teorfa de wavelets aparece

con el siglo XX como

herramienta matematica

complementaria a la teoria

de Fourier, que permite
transformar o proyectar una sefal
temporal o espacial al dominio
bidimensional denominado tiempo-
escala, en Jugar de una simple proveccion
al dominio de la frecuencia.

Esta proyecciéon permite que ciertas
propiedades de interés puedan observarse
con mayor detalle de informacién o
realizar un procesamiento de la sefial mds
eficiente.

Sus fundamentos matematicos se¢ basan
en el analisis v sintesis de senales

temporales o espaciales mediante la
aplicacién de las Transformadas wavelet
directa e inversa respectivamente. Asi,
mientras la transformada de Fourier
implica una descomposicion de una sefial
en términos de funciones sinusoidales a
diferentes frecuencias, la transformada
wavelet lo hace en términos de funciones
llamadas wavelets a diferentes escalas de
resolucidén, con la diferencia fundamental
de que una funcién sinusoidal es
estacionaria y periédica, mientras que una
funcién wavelet es no estacionaria y no
periédica, justamente lo que la hace
aplicable a sefiales estocasticas, no
periddicas y con cambios abruptos en el
tiempo, tal como sucede con la mayoria de
sefiales producidas por los fendomenos de
la naturaleza. De esta manera, se habla de
la complementariedad de las teorfas de
Fourier y de wavelets.



La Teoria de wavelets estd cobrando cada vez
mayor interés en grupos de Iinvestigacién y
desarrollo por sus diversas aplicaciones en campos
de la ciencia, medicina, ingenieria, etc.
Aplicaciones que van desde el analisis de sefiales
‘biomédicas para diagnoéstico clinico hasta la
produccién de videos animados de alta definicién
en el campo cinematografico.

Resefia histarica

La Teorfa de wavelets como tal aparece a mediados
del siglo XX, a pesar de que como herramienta
matematica experimental estaba concebida
muchos afios atras. Aparecié como resultado de
experimentaciones y descubrimientos aislados,
pero que gracias a su efectividad cobrd gran interés
y tuvo un acelerado progreso a principios de la
década de 1980, logrando finalmente consolidatse
en una teorfa matematica formal. Sin embargo, no
se puede hablar de la Teotfa de wavelets sin antes
mencionar a la Teorfa de Fourier, pues fueron
justamente los vacios que esta Gltima dejaba en el
analisis de ciertas sefiales singulares lo que motivo a
la construccidén de la novedosa Teorfa de wavelets.
Jean Baptiste Joseph Fourier en 1807 afirmé que
cualquier funcién periédica se puede expresar
como una suma infinita de funciones sinusoidales
y cosinusoidales denominadas “bases” de distintas
frecuencias (Graps, 1995). Esto signific6 para la
ciencia una herramienta de analisis espectral de
sefiales por excelencia durante mas de un siglo. No
obstante, muchos fenémenos naturales no
generan sefiales periédicas estacionatias, sino
transitorias o no estacionarias aperiédicas.

Es ante este hecho, que un siglo mas tarde (1909) el
matematico hingaro Alfred Haar, descubre una
"base" de funciones que se reconocen actualmente
como las primeras wavelets, denominadas wavelets
de Haar. En 1946, Dennis Gabot, cientifico
britanico-hingaro, descubre la forma de analizar
(0 descomponer) una sefial en "paquetes de
tiempo-frecuencia", y en 1960, Alberto Calderén,
matematico argentino, descubre la forma de
sintetizar (o reconstruir) la sefial a partir de su
descomposicién en términos de wavelets
(Mackenzie, 2001). Jean Morlet en 1981 trabajaba

el anilisis de ondas sonoras aplicadas en la
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busqueda de depésitos subterraneos de petréleo,
cuando descubrié que estas ondas se podian
reconstruir a partir de sus descomposiciones en
wavelets. De hecho, las transformaciones de
wavelets resultaron funcionar mucho mejor que las
transformaciones de Fourier, porque eran mucho
menos susceptibles a pequefios errores de
computo. La interpretacion geoldgica en una onda
sonora (0 viceversa) constituye un problema
matematico dificil, que los ingenieros resolvian
tradicionalmente mediante el analisis de Fouriet.
Desafortunadamente, las sefiales sismicas
contenfan gran cantidad de sefiales transitorias,
cambios abruptos en la onda a medida que pasa de
una capa de rocas a otra. Estas sefiales transitorias
contienen exactamente la informacién que buscan
los gedlogos, es decir, la localizacion de las capas de
rocas, pero el anilisis de Fourier extiende esa
informacién espacial por todo el lugar. Entonces
nace la necesidad de localizar dicha informacién y
evitar su dispersién. Asi fue como Morlet
desarrollé su propia forma de analizar las sefiales
s{smicas para crear componentes que estuvieran
localizados en el espacio, a los que denominé
"wavelets de forma constante". Posteriormente, se
conocerian como "wavelets de Motlet". Y asi fue
como la palabra "wavelet" aparece en 1984 por
primera vez en un articulo de publicacién cientifica
con autotfa de Motlet y Grossmann (Mackenzie,
2001).

Tras demostrarla validez analitica de esta novedosa
herramienta por parte de Jean Motlet y el fisico
Alex Grossmann, afloraron una gran variedad de
aplicaciones, lo que motivé a los fisicos,
matematicos e ingenieros para formalizar los
conceptos de una nueva teorfa matematica. Asi, en
1985 se reconoce ampliamente a Yves Meyer como
uno de los fundadores de la Teotfa de las wavelets.
Meyer encontré la conexién entre las wavelets de
Motlet y las wavelets matematicas precedentes,
fueron 16 redescubrimientos independientes del
concepto de wavelets, anteriores a la publicacién
del articulo de Morlet y Grossman. A Meyer se le
atribuye también el concepto de “wavelets
ortogonales”, caracteristicas esenciales para el
andlisis y sintesis de cualquier sefal. La
“ortogonalidad” significa que la informacién
capturada por una wavelet es completamente
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independiente de la informacion capturada por
otra. Esto permite ademas trabajar la
transformacién wavelets de una forma tan facil
como conla transformacion de Fourier.

Un afio mas tarde, (19806), Stéphane Mallat, un
antiguo alumno de Meyer, vinculé la Teorfa de
wavelets a la teotia de codificacién en subbandas y
filtros de duplicacién de cuadratura (versiones de
las wavelets de la comunidad de procesamiento de
imagenes). Otra idea relacionada con wavelets es la
del analisis multiresolucién, es decir, la
observacién de sefiales a distintas escalas de
resolucién, que ya era familiar para los expertos en
procesamiento de imagenes. Mallat, en
colaboracién con Meyer, demostré que las
wavelets estan implicitas en el proceso del anilisis
multiresolucion. Gracias al trabajo de Mallat, las
wavelets se convirticron en algo mucho mas
sencillo de manejar y su lenguaje resultaba mas
cémodo para los ingenieros quienes manejaban los
conceptos de filtraje.

Finalmente la revolucién de las wavelets se dispard
en 1987, cuando Ingrid Daubechies descubrié una
clase completamente nueva de wavelets, que no
solo eran ortogonales, sino que también podian
implementarse mediante sencillas ideas de filtrado
digital. Las nuevas wavelets eran suaves, sin los
saltos bruscos de las wavelets de Haar. Las wavelets
de Daubechies tienen ademis conexiones
estrechas con la teorfa de fractales. Es asi como hoy
en dia los procesadores de sefiales disponen de una
herramienta poderosa y sencilla para tratamiento

de sefiales de toda indole (Mackenzie, 2001).

Teoria wavelets

En la teorfa de Fourier a pesar de haber tenido
éxito durante el siglo XIX, matematicos, fisicos e
ingenieros observaron un inconveniente en la
transformacién de Fourier para reproducir sefiales
fugaces o sefales transitorias con cambios
abruptos (Mackenzie, 2001). Esto porque los
componentes de frecuencia que representan
dichos cambios solo se presentan durante breves
instantes de tiempo y no de manera permanente
como supone una descomposicion sinusoidal de

Fourier. La solucién a este inconveniente planted
la descomposicién de la sefial a analizar en
componentes que no fueran ondas sinusoidales
puras y poder condensar la informacién tanto en el
dominio del tiempo como en el de la frecuencia.
Esta fue la idea que finalmente llevé a concebir las
formas de onda denominadas wavelets.

Funcidn Wavelet Haar

La funcién wavelet Haar fue descubierta vy
estudiada por el matematico hingaro Alfred Haar,
quien descubre una "base" de funciones que se
reconocen actualmente como las primeras
wavelets, las cuales consisten en un breve impulso
positivo seguido de un breve impulso negativo
como se muestra en la figura 1a.

Aunque las wavelets de Haar son excelentes para
la ensefianza de la teoria de wavelets, no resultan de
tanta utilidad en la mayoria de aplicaciones, ya que
producen lineas irregulares con picos en lugar de
curvas suaves. Por ejemplo, una imagen
reconstruida con las wavelets de Haar tiene el
aspecto de una pantalla de calculadora barata, y una
reconstruccion realizada con wavelets de Haar del
sonido de una flauta es demasiado 4aspera
(Mackenzie, 2001).

Es de anotar que a cada funcién wavelet y/(t) viene
asociada una funcién escala @(t) y juntas permiten
clanilisis yla sintesis de una sefial. Para el caso dela
wavelet Haar, estas funciones estin definidas
como [3]:

1 Si 0st=5
W (@)-1 i =L s
0 en caso contrario
y
o ()= 1 si0<t<l
o el resto

y se pueden apreciar en la figura la y 1b.
respectivamente.
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Figura 1a) Funcién Wavelet de Haar; 1b) Funcién escala de
Haar.

Descomposicidn Wavelet y el Andlisis Multiresolucidn

La descomposicion o transformacion wavelet de
una sefial puede ser comparada con la
transformacién de Fourier de la siguiente manera:
la transformacién de Fourier consiste en la
descomposiciéon de una seflal periédica en
términos de funciones sinusoidales vy
cosinusoidales que tesulta en una serie
trigonométrica descrita como:

Jli= %0 ¥ i{an cos(nt) + b,sen(nt)} )

donde a, y b, se conocen como los coeficientes de
Fourier evaluados mediante las expresiones:

1 on
a, = EJ‘O f(t)dt
a, :;—Jjn f()cos(nt)dt (n=1,2,...) )

B, = 1_rn f(®sen(ntydt (n=1,2,...),
. T <0

Los cuales trepresentan la amplitud de los
diferentes componentes de frecuencia presentes
en la sedal analizada. Por su parte, la
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Transformacidén wavelet consiste en la
descomposicion de cualquier sefial en términos de
funciones escala @(t) y wavelets y(t) que resultan
enuna serie dela forma:

FO=Y e 00+, X d; w) j.keZ
ko k J

donde los coeficientes Cj,k y dj,k se conocen como

coeficientes de escala (o de aproximacién) y

coeficientes wavelets (o de detalles)

respectivamente, obtenidos mediante las

expresiones:

=

&u =(@. 0,,0)= [F© 0,0 de. @

—oco

4, (1O, ©)= [[F@ v a0 dr

La funcién escala @(t) también conocida como
“wavelet padre” y la funcién wavelets w(t) también
conocida como “wavelet madre” tienen la
caracteristica de conformar “bases ortonormales”
para los subespacios V y W, contenidos en el
espacio de funciones de energia finita o cuadrado

integrables L’(R) [3].

Asf, para cada j € Z,{®, |k € Z} forma una base
ortonormal para el subespacio L’(R) y
{w,|k€Z}forma una base ortonormal para el
subespacio WiCLz(R). A su vez, los subespacios V,
y W, estan anidados, de tal forma que ViV, y
W.cW,,, como semuestraen la figura 2.

VUC VIC VZC V3

175

Figura 2. Anidamiento de subespacios de funciones
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Figura 3. Descomposicién wavelet Haar de una sefial sinusoidal a 5 niveles.

Ademas puede verse que V,oW.=V,,, lo que
significa que una funcién f(t) que pertenece al
espacio V,, se puede descomponer en dos
secuencias, una de componentes escala del
subespacio V,y otra de componentes wavelets del
subespacio W.. En adelante se puede interpretar la
descomposicién ‘wavelet como una
transformacion de una sefial en dos sefiales nuevas,
una que consiste en una aproximaciéon de menor
resolucion a la sefial original y la otra que consiste
en los detalles extraidos de la sefial original para
obtener su versién aproximada. El proceso de
descomposiciéon puede iterarse hasta el nivel
deseado teniendo en cuenta unicamente el nivel de
resolucién “J” del espacio al que pertenece la sefial
original f(t), pot que segun esto el nivel maximo de
descomposicién sera n=log,(J) (Daubechies,
1992).

Para ilustrar lo anterior, se muestra en la figura 3 el
proceso de descomposicion de una simple sefial
sinusoidal a 5 niveles. A la izquierda se aprecian
versiones de aproximacién cada vez de menor
resolucién y a la derecha los detalles extraidos
respectivamente de cada versién aproximada.

La forma de andlisis o descomposicion presentada
anteriormente se conoce como ‘“‘andlisis
multiresolucién” y que gracias a Ingrid Daubechies
puede implementarse ficilmente con algoritmos

rapidos, mediante bancos de filtros paso-bajas y
paso- altas patra la obtencién de las versiones de
aproximacién y detalles de la sefial. Y los
coeficientes de dichos filtros representan a las
funciones escala @(t) y wavelets w(t)
respectivamente. Las funciones escala @(t) y
wavelet y(t) tienen la siguiente forma:

0,,(1) =270 (2Vt—k); j keZ
Wj,k(t): Z%W (2jt_k); J keZ (5)

las cuales pueden ser dilatadas o comprimidas
segin su parametro “j” v desplazada segin el
parametro “k”, esto para realizar el anilisis de la
sefial a diferentes niveles de resolucién “)” y con el
recubtimiento  temporal de la sefial mediante
desplazamientos del pardmetro “k” (Daubechies,

1992).

Se puede construir cualquier familia de wavelets
segin la forma de onda de la sefial a analizar y de
los propésitos del procesamiento, simplemente
adoptando una forma diferente de wavelet madre y
dilatindola, comprimiéndola o desplazandola en el
tiempo se realiza la transformacién wavelet de la
sefial. Los investigadores descubritfan que la forma
exacta de la wavelet madre afecta enormemente a
las propiedades de anilisis en compresién de
seriales.
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En la figura 4 se pueden observar algunas familias
de wavelets mas comunes de las muchas que
existen hoy en dia, pero muchas mais serin
desarrolladas a medida que cada aplicacién
especificalo requieraf

En la figura 5 se presenta la configuracion de los
filtros paso-bajas y paso-altas para la
descomposicién wavelet de ptimer nivel de una
sefial f(t), son coeficientes de muestreo original Cn;
aqui, 21 representa la operaciéon de submuestreo
sobre la salida de los filtros con el fin de reducir la
longitud de la sefial original a la mitad; pues cada
filtro separa la mitad del espectto ocupado por la
sefial original y segtn el teorema de muestreo de
Nyquist serd suficiente considerar tnicamente la
mitad de las muestras para las seflales de salida.

-
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Figura 5. Proceso de analisis
multiresolucion con wavelets
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Transformadas wavelet DWT y WPT

En 1946, Dennis Gabor, un fisico britanico-
hungaro, presentd la transformacién wavelet,
analoga a la transformacién de Fourier, que separa
una onda en "paquetes de tiempo-frecuencia" con
la mayor localizaciéon simultinea posible tanto en
tiempo como en frecuencia. Y en las décadas de
1970y 1980, las comunidades de procesamiento de
sefiales y procesamiento de imdgenes presentaron
sus propias versiones del analisis de wavelets con
nombres tales como "codificacién de subbandas",
"filtros de duplicacién de cuadratura” y "algoritmo
piramidal". Aunque no eran exactamente idénticas,
todas estas técnicas tenian caracteristicas similares.
Descomponian o transformaban sefiales en partes
que se podian localizar en cualquier intervalo de
tiempo y que también se podian dilatar o contraer
para analizar la sefial a distintas escalas de
resolucién temporal (Mackenzie, 2001).

En todo caso, el funcionamiento de estos
algoritmos consiste en iterar el procedimiento de
descomposicion a través de los filtros, descrito
anteriormente, tantas veces COMO sea Necesario, o
dependiendo de los niveles de descomposicion
requeridos. Esto se puede hacer de dos maneras:
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una, sometiendo reiteradamente los coeficientes
de aproximacién Cn-j al filtraje paso-bajas y paso-
altas como se hizo con los coeficientes originales
Cn, en este caso se tendrd la descomposicién
wavelet conocida como Transformada Wavelet
Discreta DWT; y dos, sometiendo tanto los
coeficientes de aproximaciéon Cn-j como los
coeficientes de detalles dn-j al mismo proceso de
filtraje paso-bajas y paso-altas descrito. Fsto
resulta en una descomposicién mucho mas
completa, permite un analisis espectral con mayor
detalle, aunque con un mayor costo
computacional. A esta forma de descomposicién
se denomina Transformada de Paquetes Wavelet
WPT.

Es impottante notar que con cada nivel de
descomposicién, el espectro de frecuencias de la
sefial original se divide en dos mitades, con lo que
se consigue una localizacién temporal con mayor
resolucién de su comportamiento espectral. Esto
es deseable cuando la sefial tiene un
comportamiento estocistico no estacionario
como en muchos fenémenos naturales que nos
rodean. Esta forma de anilisis de sefiales es
aprovechada hoy en dia en muchas aplicaciones
porque con la simple manipulacién de los
coeficientes de aproximacion o de escala se logran
los propésitos deseados como se describe a
continuacién en algunos ejemplos de sus
aplicaciones.

Aplicaciones delas wavelets

Aplicaciones pioneras de la Teorfa de wavelets se
pueden encontrar en la codificacién de sefiales
digitales para su transmision telefénica en 1976,
desarrollada por los fisicos de IBM Claude Galand
y Daniel Esteban, y el anilisis de sefiales sonoras
como lo hizo Motlet en 1981, para ofrecer a los
geblogos una mejor forma de encontrar petréleo,
localizable mediante ruidos intensos (Mackenzie,
2001).

En adelante las aplicaciones mas populares del
andlisis con wavelets se pueden encontrar en
eliminacién de ruido y compresién de sefales
unidimensionales tales como registro
bioeléctricos, seflales sismicas, sefiales eléctricas en

comunicaciones, etc. o en sefiales bidimensionales
como imagenes, fotografias, videos, etc. La
eliminaciéon de ruido se logra mediante la
manipulacién (eliminacién o aproximacion) de los
coeficientes wavelets en las diferentes subbandas
de descomposicién, procurando identificar las
componentes de frecuencia que representan las
fuentes del ruido contaminante. Por ejemplo, si el
ruido es de alta frecuencia basta eliminar los
coeficientes de detalle que no sobrepasen cierto
umbral de amplitud. En este sentido, el mayor
aporte lo realizaron en 1990 David Donoho e lain
Johnstone, con algotitmos para eliminar el ruido
de las iméagenes, logrando versiones mas nitidas
que las originales. Por su parte Edgard Adelson y
Meter Buré en 1982 fueron los primeros en
trabajar en compresion de sefiales o iméagenes. Es
necesatio aclarar que las wavelets en si no
comptimen seflales o imagenes, sino mas bien
estas lo permiten. Pues tras la transformacion
wavelet de una sefiallo que se obtiene es secuencias
de coeficientes que gracias al procesamiento que se
realice sobre ellos se consigue la compresién. Y
una aplicacién directa de sus algoritmos fue la
compresién de las bases de datos de hucllas
dactilares del FBI en 1992 (Mackenzie, 2001.
Gonzales, 1990).

Hoy en dia se encuentran aplicaciones de
algotitmos de compresiéon en el cine con la
produccién de largometrajes de animacién
realizados por computadora. Como la
transformacién de wavelets es un proceso
reversible, es tan facil las sintesis (construccion a
base de wavelets) como el analisis
(descomposicién en las wavelets que la forman) de
una imagen. Esta técnica es conocida como
superficies de subdivisién, proceso que consiste un
analisis multiresolucion inverso. Por ejemplo, para
dibujar un personaje animado sélo es necesario
especificar la posicién de algunos puntos clave,
creando una versiéon de baja resolucién del
personaje. A continuacién la computadora puede
realizar un analisis multiresolucion inverso,
haciendo que el petsonaje adquiera el aspecto de
una persona real y no de una caricatura. Esto puede
observarse en la pelicula Bichos realizada en 1998.
Los resultados pueden verse si se compara con las
imigenes animadas de las peliculas Toy Story



realizada en 1995 y Toy Story 2 de 1999, con una
técnica rudimentaria denominada NURB (siglas en
inglés de curvas B racionales no uniformes). Y la
proxima aplicacion del concepto de superficies de
subdivisién sera la industria de los videojuegos
para lograr cada vez mayor realismo en los

personajes (Mackenzie, 2001).

En 1999, la Organizaciéon Internacional de
Estandares (International  Standards  Organization)
aprob6 el estandar de compresion de imdgenes
digital denominado JPEG-2000. Este novedoso
estandar utiliza wavelets para comprimir archivos
de imagenes en una proporciéon de 1:200, sin
pérdidas apreciables en la calidad de la imagen.
Hoy en dia los navegadores web admiten este
nuevo estindar como formato de compresion

(Mackenzie, 2001).

Las wavelets en el futuro

Aunque el campo mas conocido de las wavelets ha
sido la eliminacién de ruido y compresion de
sefiales e imagenes, muchos investigadores estin
interesados en utilizar las wavelets para
reconocimiento y clasificaciéon de patrones en la
fase de extraccion de caracteristicas descriptoras
por la riqueza de informacién de la que se dispone
en una transformacién de la sefial de su dominio
original a un dominio bidimensional tiempo-escala
simultaneo.

Este tipo de procesamiento cobra importancia en
aplicaciones médicas para deteccién de
enfermedades en placas radiograficas, control de
dispositivos de protesis o de asistencia para
discapacitados. En sismologia para clasificar
eventos sismicos segun los registros de actividad
sismica. Igualmente, las wavelets se utilizan para
estudiar las ondas expansivas producidas por una
explosién. En la industria sirven para evaluar,
clasificar y detectar piezas de fabricacion
defectuosa, asi como en agroindustria para
clasificacién de productos agricolas como frutas.
Igualmente se cspera que la Organizacién
Internacional de Estandares aprucbe un estindar
basado en wavelets como formato de compresion
de audio similar al actual Mp3.
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