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Pablo Emilio Jojoa

Introduccién

En aquellos escenarios en los cuales las caracteristicas de
las sefiales tienen un comportamiento aleatorio, ain los
mejores disefios de sistemas de tratamiento de sefiales
pueden dar lugar a degradaciones; situacion que puede
mejorarse mediante la utilizacién de sistemas capaces de
adecuarse a un ambiente variable.

Un sistema adaptativo es aquel cuyos pardmetros de
disefio son alterables o ajustables de acuerdo a algin
criterio deseado, de tal forma que su comportamiento o
desempefio mejore, proporcionando nuevas capacidades
que no se pueden lograr con sistemas de pardmetros fijos

2].

la Figura 1 presenta la arquitectura genérica de un
sistema adaptativo conformado por un sistema de
procesamiento constituido generalmente por un sistema
lineal, al que se le superpone una estructura llamada
sistema de aprendizaje, la cual observa las condiciones e
introduce las modificaciones pertinentes en el sistema de
procesamiento [1][2][3].
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En este articulo se presentan los conceptos tedricos relacionados con los sistemas adaptativos dando
lugar a la utilizacion de filtros adaptativos en un amplio rango de aplicaciones. Posteriormente, ya en el

contexto de los algoritmos, se presentan los méas comunes incluyendo el Algoritmo Acelerador Regresivo
Versién v (ARv), finalizando con una exposicion sobre los efectos de precision finita en este algoritmo.

Palabras claves: Filtros adaptativos, algoritmos adaptativos, efectos de precision finita.

Figura 1. Arquitectura de un Sistema Adaptativo
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Los sistemas adaptativos pueden ser entrenados para
desempefiar tareas especificas tales como filtraje o toma
de decisiones y ofrecen la posibilidad de presentar un
mejor desempefio cuando las caracteristicas de las sefiales
de entrada son desconocidas o variantes con el tiempo.

En el contexto de los sistemas adaptativos, los filtros
adaptativos se caracterizan por ser estructuras ajustables
que tienen la capacidad de cambiar su respussta
automéaticamente para mejorar su desempefio y estan
compuestos basicamente por dos médulos fundamentales
que son la estructura del filtro y el algoritmo, como se
puede ver en la Figura 2 [2].
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Figura 2. Elementos de un Filtro Adaptativo
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La estructura del filtro realiza el procesamiento de la sefial
de entrada A1) segtn los coeficientes win] entregados por
el algoritmo adaptativo y este algoritmo es el encargado
de tomar las sefiales de salida del filtro y{n] y compararlas
con la sefial de respuesta deseada dln] para evaluar los
requerimientos de acuerdo a una aplicacion en particular.
La estructura del filtro es definida por el disefiador y puede
ser una estructura del tipo FIR (Filtro de Respuesta Finita
al Impulso) o de tipo IIR (Filtro de Respuesta Infinita al
Impulso), y sus parametros son ajustados por el algoritmo
adaptativo [2].

El algoritmo adaptativo usa et valor del criterio de desempefio
o alguna funcion de él, la sefial de entrada y la respuesta
deseada para decidir como se deben modificar los parametros
del filtro y mejorar su desempefio. La sefial de salida del
filtro y la sefial de respuesta deseada son procesadas por un
criterio de desempefio para evaluar la calidad respecto a los
requerimientos de una aplicacion en particular.

Los algoritmos adaptativos se pueden implementar
generalmente en procesos relacionados con identificacion
de sistemas, inversion de sistemas, seguimiento de sefiales
(prediccion de sefiales) y cancelamiento (eliminacion) de
interferencias (Mulgrew y Cowan, 1998).

Sus aplicaciones en ingenierfa abarcan una amplia gama
de campos como sistemas de comunicaciones, filtrado de
interferencias, canceladores de eco telefénico y acustico,
sistemas de control, identificacion de sistemas, sistemas
de navegacion, sismologfa, ingenierfa biomédica, entre
otras (Marques, 1998).

Algoritmos adaptativos

Para la operacién de un filtro adaptativo se ha desarrollado
una amplia variedad de algoritmos. Los factores

determinantes para escoger uno u otro algoritmo son [1]:
velocidad de convergencia, desajuste, tracking, robustez,
requerimientos computacionales, estructura y propiedades
numéricas.

En la actualidad existe una gran variedad de algoritmos
adaptativos siendo los mas conocidos los algoritmos LIMS
(Least Mean Squared) y NLMS (Normalized Least Mean
Squared), el de Miimos Cuadrados Recursivo (RLS,
Recursive Last Squares) y sus variantes y el Algoritmo
Acelerador Regresivo Version y (ARy). El algoritmo LMS
fue propuesto por Widrow y Hoff en el afio 1960, es
un importante miembro de la familia de algoritmos de
gradiente estocastico, ampliamente utilizado debido a su
simplicidad.

Considerandose el caso de la identificacion de un sistema,
en donde a través del algoritmo adaptativo se busca
determinar el modelo que rige el comportamiento de un
sistema desconocido, la sefial de entrada x(n] se introduce
simultaneamente al sistema desconocido el cual genera la
sefial deseada d[n] y al filtro adaptativo generando asi una
sefial de salida y[nl=wT [n]x{n], donde x{n] es un vector
formado por elementos de x{n]. Por medio de un proceso
de adaptacion, el filtro realiza el ajuste automatico de los
coeficientes win], teniendo como base la sefial de error e[n]
que es obtenida a través de la comparacién de la sefial de
salida del filtro con la sefial deseada: e[n] = d{nl-y{n]. Con el
objetivo de obtener un error e[n] minimo, el algoritmo LMS
procura minimizar la funcién de costo J(vv[n]):ﬂe[n]lz,
ajustando sucesivamente los coeficientes del filtro en la
direccion opuesta al vector gradiente 7 J (win]) (Marqués,
1998), [4]18](9]. Finalmente las ecuaciones que describen
este algoritmo son:

e[n] =dn] +r[n] —winlx[n], (2.1)
win + 1] = wn] + uxinle[n] (2.2)

donde [1]: f[n] es un ruido de medida y p es el pardmetro
de ajuste fijo. La importancia practica de los filtros LMS
es su simplicidad de implementacion, siendo su mayor
limitacion la relativa baja velocidad de convergencia para
mantener la estabilidad.

Por otro lado, a partir del andlisis de minimos cuadrados en
el cual se minimiza de forma determinfstica la suma de los
cuadrados de errores parciales, se deriva el algoritmo RLS
(Recursive Least Square) (Marqués, 1998). El algoritmo
RLS en un entorno estacionario presenta una velocidad
de convergencia de un orden de magnitud mayor que el



algoritmo LMS, siendo sus desventajas la mayor exigencia
computacional y los problemas de inestabilidad [1]. El
algoritmo RLS utiliza la ganancia de Kalman kin] para
hallar su solucién, el cual se basa en la matriz de auto
correlacion de datos y de la matriz P(n) (Ecuacion de
Ricatti)[1], (Lennart, 1999), (Escobar, 2003):

win] = win — 1] + kin]e*[n] (2.3)

_ Pin—1lxn] 5 4
k{n} T A+xH[nlPin—1lxn] (H4)

Pln] = 17 'P[n — 1] — 1 k{nlx?[n]P[n — 1] (2.5)
donde
e[n] = dnl — win - 1lx[n], v 2 el factor de olvido.

En 1998, fue propuesto por F. Pait [5], el Algoritmo
Acelerador de Tiempo Continuo que consistid en el ajuste
de la segunda derivada (aceleracion) del error con respecto
a los coeficientes del algoritmo. La principal caracteristica
analizada fue el mejor compromiso entre la velocidad de
convergencia y la variacion del error de estimacion, en
relacion a los algoritmos de gradiente estocéstico [5]. Este
algoritmo fue digitalizado y con el objetivo de disminuir la
complejidad computacional del algoritmo se llegd a obtener
el Algoritmo Acelerador Regresivo Versién 7, el cual presenta
tres parametros escalares de ajuste denominados e,y y my
por medio de los cuales se logra una buena velocidad de
convergencia y paralelamente una considerable reduccién
del error de medida final [6]. Las ecuaciones que describen
el Algoritmo Acelerador Regresivo Versién v son:

e[n] = xT[nlw[n — 1] — d[n] (2.6)

_ e{n}+yxT{1L}q{?z~1} ; %
gln] = —————+ pu—— e —— 2.7
aln] = Z-qln - 1] - aglnlmxin]  (2.8)
win] = win — 1] + ag[n] (2.9)

De acuerdo al andlisis de convergencia con respecto a la
media [4], se establece que el algoritmo converge para
valores de «,y y m, positivos. Asi mismo del andlisis se
determind que éste presenta un minimo error de desajuste
cuando «ymy=~2 (Criterio de Minimo Error).

Efectos de precision finita en los algoritmos
adaptativos.

El analisis matematico presentado para los diferentes
algoritmos asume un modelo de tipo analdgico, es decir,
de precision infinita tanto para los datos de entrada como
para los calculos internos del algoritmo. Sin embargo,
esta teorfa no es aplicable a la construccion de un filtro
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adaptativo real ya que proporciona un marco idealizado.
El estudio sobre los algoritmos adaptativos quedarfa
incompleto sin una discusién sobre los efectos de
cuantificacion o redondeo; errores que surgen cuando los
filtros se implementan en un sistema real. En particular,
para la implementacion de un filtro con un algoritmo
adaptativo, los datos de entrada y los célculos internos
son cuantizados para efectos de precision finita, situacion
determinante para consideraciones de disefio y costo.

De esta forma, el proceso de cuantizacion tiene el efecto
de generar un impacto en el rendimiento del algoritmo,
inclusive; desviando los resultados de los obtenidos en la
teorfa, siendo los factores mas trascendentales los detalles
de disefio del algoritmo, el grado de efectos negativos a
nivel de las caracteristicas de la matriz de correlacion de
los datos de entrada y la forma de computacién numérica
empleada (por ejemplo punto fijo o punto flotante) [1][7].

De esta manera, es importante entender las propiedades
numéricas de los algoritmos adaptativos y en particular del
Algoritmo Acelerador Regresivo versién v, ya que asf se
pueden encontrar muchas especificaciones de disefio al
analizar el efecto de la limitacion de valores obteniendo
patrones de comportamiento trascendentales para futuras
implementaciones en hardware que pueden representar
costos operacionales substancialmente menores y niveles
de consumo de potencia pequefios.

Errores de cuantizaciéon

En la implementacion de un filtro adaptativo se tienen dos
fuentes de error de cuantizacion [1]:

A. Conversion analdgica — digital. Considerando que los
datos de entrada son de forma analdgica, se requiere de un
conversor analdgico digital para realizar la representacion
numérica. En un proceso de cuantizacién se asume un paso
&, y un conjunto de niveles de cuantizacién posicionados
en0+§,#25 como se ilustra en la Figura 4. Considere una
muestra particular en la entrada del cuantizador, con una
amplitud que varfaen el rango r §—{ §/2) a1 & +5/2), donde
res un entero (positivo, negativo o cero) y r § define la salida
del cuantizador, el proceso de cuantizacion introduce una
region de incertidumbre de ancho §, centradoenré.

Definiendo 77 como el error de cuantizacién, la entrada del
cuantizador sera r8+7, donde —{§/2)<M<§/2. Mientras
el cuantizador es lo suficientemente bueno (es decir que
los niveles de cuantizacion son 64 o mas) y el espectro de
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la sefial es lo suficientemente rica, la distorsion producida
por el proceso de cuantizacion puede ser modelada como
una fuente aditiva independiente de ruido blanco con
media cero y varianza determinada por el tamafio del paso
& del cuantizador (Gray, 1990).

Figura 3. Caracteristica entrada salida de un cuantizador uniforme

Salida
38 + —
26 -
««?— 51 Entrada
e et
78 58 0 § 35 586 78
Ty Ty 2 2 2 2

Asumiendo que la entrada del cuantizador tiene una escala
apropiada, tal que se encuentra en el intervalo (-1,+1] ,
con B bits, el paso del cuantizador es =22, y el error de
cuantizacion resultante de la representacion de la entrada
analdgica de datos tiene la varianza 62=228/12.

B. Aritmética de longitud de palabra finita. En una maquina
digital, la longitud de palabra finita es utilizada para
almacenar los resultados de los calculos internos. Asumiendo
que no se presenta deshordamiento durante el cémputo, las
sumas no introducen ningln error utilizando aritmética de
punto fijo, mientras que cada multiplicacion introduce un
error después de que cada producto es cuantizado.

La presencia de aritmética de palabra finita, representa
un serio problema en la implementacién de un filtro
adaptativo, particularmente en lo relacionado con el
peso de los coeficientes del filtro que son actualizados
en una base continua. La version digital del filtro muestra
una respuesta especifica de tales errores causando una
desviacion de la respuesta ideal. Inclusive, el filtro puede
llegar a una condicion de “overflow”, generando un
algoritmo numéricamente inestable.

Otro aspecto importante en la implementacién de un filtro
adaptativo es la precision, que depende del nimero de bits
usados para implementar los calculos internos del filtro.

Efectos de precisién finita para el algoritmo
ARy.

Para el analisis sobre los efectos de precision finita del
Algoritmo Acelerador Regresivo, version 7, se tiene que la
sefial de entrada cuantizada es de la forma:

X [n=AXn]] =xinkn (1]

donde 71 [n] corresponde al vector de entrada de error de
cuantizacion. La respuesta deseada d[n] una vez cuantizada
viene dada por:

dg [nl=Adnll=dln}+1 4 [n]

siendo ndn] el error de cuantizacion de la respuesta
deseada. De igual forma se tiene que la cuantizacion del
vector wy [n] es

wq [n=awin]] =winkAwdn],
en donde win| es el vector en precision infinita y Aw{n] es

el vector del error resultante de la cuantizacion. Ahora, la
salida del filtro es

Yolnl = Q[xZ[nlw,[n = 1]] =xD[nlw,[n — 1]+ n,[n]

De esta forma, la precision finita en el Algoritmo AR+ estéa
descrita por:

eq [l = yq [n)-dq 1]

Y/Va [n] = A{win-11+ ecqlnl},
equivalente a decir:

wa [n] = wq [n-1] + Nwain-1) + a O{qln]}.
Ya que ¢¢,¥ y mrson constantes
olaln] = @ {=afn ~ 1] - aginm,x{n)]
qqln] = - efaln — 11} — am; Q{g[nix[n}

donde Q{ginix{nl} = ga[nl xq [n] Agx[n], con

e[n] +yx"[nlgln - 1]
1 + ayxT[n}mx[n]

gq{n} = Q{

gq[nl = eq [M+Y Q{ X" [nlqln-11} {1+ v mr QX [n)x{n]]}"



Como se ha podido observara lo largo del anélisis realizado
cada operacién de cuantizacion introduce un valor de ruido
de cuantizacion que es acumulativo.

Eiemplo de los efectos de precisiéon finita
sobre los algoritmos adaptativos.

De manera experimental, se estudié un Sistema de
|dentificacion usando un Filtro IR y utilizando los diferentes
algoritmos  adaptativos mencionados anteriormente,
observando que en la medida que se limita el tamafio de la
palabra se incrementa la varianza del error de prediccién
y se afecta la velocidad de convergencia. La Figura 4
muestra la regién de convergencia de los coeficientes para
los algoritmos LMS, RLS y ARy con diferentes tamafios de
palabra, 1000 muestras y 4 coeficientes.

Figura 4. Regién de convergencia de un coeficiente para los
algoritmos LMS, RLS y ARy con palabras de tamafio 64 bits
con 8, 6y 4 bits en la parte entera: a) 0.1.8.56, b} 0.1.6.58, c)
(0.1.4.60 usando un filtro IIR.
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En esta experiencia, se observa que el algoritmo entrg en
“overflow” cuando se limit6 a 4 la cantidad de bits en la
parte entera.

Conclusién

Con la implementacién de los algoritmos utilizando una
estructura IR se observa que el nimero minimo de bits
en la parte entera para que el algoritmo se comporte de
manera adecuada es de 6 usando una configuracion IIR, asi
el problema de divergencia del ARy se debe a insuficiencia
en el nimero de bits utilizados para representar la parte
entera.
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